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В статье получено решение однородного дифференциального уравнения дробного порядка типа 
Эйлера на полуоси в классе функций, представимых дробным интегралом порядка   с 
плотностью из 
1(1; )L  . С помощью метода эрмитовых форм (метода Льенара−Шипара) 
получены условия разрешимости для случаев двух, трех и любого конечного числа производных. 
Показано, что в случае, когда характеристическое уравнение имеет кратные корни, исходное 
уравнение допускает решение с логарифмическими особенностями. 
 
Abstract 
In the article the solution to the homogeneous fractional differential Euler-type equation on the half-axis 
is given in the class of functions representable by the fractional integral of order   with the density of 
1(1; )L  . Using method of Hermitian forms (Lienar−Shipar method) solvability conditions for the cases 
of two, three and a finite number of derivatives are obtained. It is shown that in the case when the charac-
teristic equation has multiple roots, original equation admits solution with logarithmic singularities. 
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1. Дифференциальные уравнения дробного порядка находят обширные приложе-
ния в различных областях математики, механики и физики. Изложение теории и библио-
графию можно найти, например, в [8, 9, 10, 15, 17, 18]. Частным случаем таких уравнений 
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являются дифференциальные уравнения Эйлерова типа. Метод их решения обычно осно-
вывается на преобразовании Меллина, что для однородных уравнений, имеющих в каче-
стве решения степенные функции, не всегда является допустимым. В предлагаемой работе 
дается решение однородного дифференциального уравнения дробного порядка m  Эй-
лерова типа с дробными производными Римана – Лиувилля на полуоси (1; )  сведением к 
обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами. Дается 
общее решение уравнения в случае, когда все корни характеристического многочлена раз-
личны, а также в более общем случае, когда среди корней характеристического многочле-
на имеются кратные. Методом эрмитовых форм (методом Льенара – Шипара) исследована 
разрешимость рассматриваемого уравнения для случаев двух, трех или любого конечного 
числа дробных производных Римана – Лиувилля, сформулированы достаточные условия 
линейной независимости решений данного уравнения, получен признак разрешимости 
уравнения в классе 
1I ( (1; ))L
   функций, представимых дробным интегралом порядка   
с плотностью из 1(1; )L  .  
Теорема Эрмита 
2. Эрмитом была рассмотрена следующая задача [11, 12]: дано алгебраическое 
уравнение 10 1( ) ... 0
n n
nf x a x a x a
      с произвольными комплексными 
коэффициентами. Требуется узнать, сколько корней оно имеет в верхней полуплоскости. 
Эта задача была решена Эрмитом с помощью некоторой специальной формы. 
Льенаром и Шипаром была предложена модификация метода Эрмита, суть которого 
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− многочлен с комплексно сопряженными коэффициентами. 
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коэффициенты которой действительны. 
Теорема 1 (Эрмита). Если n  – число положительных, n  – число отрицательных 
квадратов формы 0 1( ; ,..., ),nH f x x   то ( )f x  имеет ровно  n n n    корней общих с 
( ),f x  и, кроме того, еще n  корней в верхней полуплоскости и n  корней в нижней. 
Доказательство теоремы 1 приведено в [11, 12]. 
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 на полуоси (1; )  
2. На полуоси (1; )  рассмотрим однородное дифференциальное уравнение 
порядка +m : 
 
                               1 11 1 1 0 1( )( )+ ( )( )+...+ ( )( )=0,
m m m m
m mA x D y x A x D y x A D y x
    
                        (1) 
где 0 1, m    , коэффициенты 0 1, ,..., mA A A  , 1( )( )
mD y x  – дробная производная 







( )( )= , 1 .
(1 ) ( )
m
x






   
     
 
Решение ( )y x  будем искать в классе 
1I ( (1; ))L
   функций, представимых дробным 
интегралом порядка   с плотностью из 
1(1; )L  . Обозначив 1 ,z=D y

  получим уравнение 
Эйлера [13]: 
 
 ( ) 1 ( 1)1 0( ) ( ) ... ( ) 0.
m m m m
m mA x z x A x z x A z x
 
                                       (2) 
 
Сделав замену ,tx e  0 ,t    приводим (2) к виду: 
 
 ( ) ( 1)1 0( ) ( ) ... ( ) 0,
m m
m ma z t a z t a z t

                                                (3) 
 




a a a  выражаются через 0 1, ,..., mA A A  [13]. 




1 1 0( ) ... .
m m
m m mP a a a a

         
 
Пусть     корень кратности k  многочлена ( )mP  . Тогда такому корню   
многочлена ( )mP   соответствуют k  решений 1( ) ,z x x
  2( ) ln , ...,z x x x
  
1( ) lnkkz x x x
   уравнения (2). Для решения уравнения (1) получим дробно-
дифференциальные уравнения 1 1 ,D y x

 
  1 2 ln , ...,D y x x

 
  11 ln .
k




Для  1 1 ( )D y x x   , используя [1, 2, 6, 7, 10, 14, 17, 18], получим решение 
исходного уравнения (1) в виде: 
 
 1 1 1 1 1 1
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         
     







( , ) (1 )
z
a b
z a b t t dt
     − неполная бета-функция [1, 2, 14]. 
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При условии Re 1   функция 1 1( ) I ( (1; )).y x L
   Если Re 1,   то решению 
1( )z x x
  уравнения (2) не соответствуют никакие решения исходного уравнения (1) в 
искомом классе. 
Решениям 2( ), ..., ( )kz x z x  соответствуют решения уравнения (1) вида [1, 2, 6, 7, 10, 
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Здесь ( )x  − пси-функция Эйлера [1, 2, 14], Re 1,   функции 2 ( ), ...,y x  
1( ) I ( (1; )).ky x L
   Если Re 1,   то решениям 1( ) lnkkz x x x
   уравнения (2) не 
соответствуют никакие решения исходного уравнения (1) в искомом классе. 
Теорема 2. Пусть характеристический многочлен ( )mP   имеет 1  простых 
корней 1 1( 1,..., ),j j    2  корней 2 2( 1,..., )j j    кратности 2, …, l  корней 
( 1,..., )jl lj    кратности l  в полуплоскости Re 1,   причем 









( 1, )( 1)
( ) 1 + +









    
































1 , 1 , 1( 1, ) 1
 F









      
   
























   
  
  








1 , 1 , ...,1 , 1( 1) ( 1)! 1
 F ,









      
  








( , ) (1 )
z
a b
z a b t t dt
     − неполная бета-функция, 0 , ijc c  − произвольные 
постоянные. 
Применим к исследованию уравнения (1) метод эрмитовых форм (метод 
Льенара−Шипара) [3, 4, 5, 11, 12, 16]. 
Обозначим ( ) ( 1)m mQ t P it    и пусть ( )mQ t  − многочлен, коэффициенты 
которого комплексно сопряжены к коэффициентам ( ).mQ t  В отличие от случая уравнения 
на интервале (0,1),  для уравнения на полуоси (1, )  подходят решения, соответствующие 
корням многочлена ( ),mQ t  лежащим в нижней полуплоскости. 
Пусть  НОД ( ), ( ) ( )m m pQ t Q t d t  – многочлен степени .p m  При 0p   имеем 
0 ( ) 1.d t   Из теоремы Эрмита [11, 12] вытекает следующее утверждение. 
Теорема 3. Пусть r  и s  – ранг и сигнатура эрмитовой формы 0 1( ; ,..., ).m mH Q t t   





 линейно независимых решений. Если эрмитова 
форма 0 1( ; ,..., )m mH Q t t   определена отрицательно, то уравнение (1) имеет  1m  
линейно независимых решений. Если эрмитова форма 0 1( ; ,..., )m mH Q t t   определена 
положительно, то уравнение (1) имеет одно линейно независимое решение 
 
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  − произвольная постоянная. 
Пусть 0 .p m   Если многочлен ( )pd t  не имеет действительных корней, то p  
обязательно четное и корни многочлена ( )pd t  образуют пары комплексно сопряженных 
чисел. Решениям уравнения (1) соответствуют корни, лежащие в нижней полуплоскости. 
Их будет ровно .
2
p
 Если многочлен ( )pd t  имеет w  действительных корней, то в нижней 






В этих случаях вместо теоремы 3 имеет место 
Теорема 4. Пусть r  и s  – ранг и сигнатура эрмитовой формы 0 1( ; ,..., ).m mH Q t t    
Тогда уравнение (1) имеет 1
2 2





 линейно независимых решений. 
 
Уравнение типа Эйлера с двумя дробными производными   
1( )D y

  на полуоси (1; )  




1 1 0 1( )( ) ( )( ) 0,A x D y x A D y x
 
                                            (4) 
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где 0 1,A A   . Обозначив 0z=D y

 , получим уравнение Эйлера [13]: 
 
 1 0'( ) ( ) 0.A x z x A z x                                                     (5) 
 
Сделав замену 
tx e , 0 t   , приводим (5) к виду: 
 
 1 0'( ) ( ) 0.A z t A z t                                                       (6) 
 
Уравнению (6) ставим в соответствие характеристический многочлен 1 1 0( ) .P A A    
Соответствующая эрмитова форма имеет вид: 
  
1 0 0 0( ; ) ,H Q Et tt   
 
где 1 1 1 0 0 12 ( )E A A A A A A     . 
Теорема 5. 
1. Пусть 0.E   Тогда уравнение (4) имеет два линейно независимых решения. 
2. Пусть 0.E   Тогда уравнение (4) имеет одно линейно независимое решение 
 
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  − произвольная постоянная. 
В частном случае, когда 0 1,A A  , эрмитова форма принимает вид 1 0( ; )H Q t 
1 1 0 0 02 ( )A A A t t  и картину разрешимости уравнения (4) в предположении, что 1 0,A   
определяет 
Следствие 1. 
1. Пусть 1 1 00, .A A A   Тогда уравнение (4) имеет два линейно независимых 
решения. 
2. Пусть 1 1 00, .A A A   Тогда уравнение (4) имеет одно линейно независимое 
решение  
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  − произвольная постоянная. 




  на полуоси (1; )  




2 1 1 1 0 1( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,A x D y x A x D y x A D y x
  
                                (7) 
 
где 0 1 2, ,A A A  . Обозначив 0z=D y





2 1 0''( ) '( ) ( ) 0.A x z x A x z x A z x                                          (8) 
 
Сделав замену 
tx e , 0 t   , приводим (8) к виду: 
 
 2 1 2 0''( ) ( ) '( ) ( ) 0.A z t A A z t A z t                                          (9) 
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2 2 1 2 0( ) ( ) .P A A A A       
 
Соответствующая эрмитова форма имеет вид: 
 
 2 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0( ; , ) ,H Q t t At t Bt t Bt t Ct t     
 
где 2 2 1(3 )A A A A    2 2 1(3 ),A A A  2 2 0 1 2 2 0 1( (2 ) (2 )),B i A A A A A A A A       
2 1 2 0 1 2 1 2 0 1(3 )(2 ) (3 )(2 ).C A A A A A A A A A A         
 
Теорема 6. 






 линейно независимых решений. 
2. Пусть 20, 0.A AC B    Тогда уравнение (7) имеет три линейно независимых 
решения. 
3. Пусть 20, 0.A AC B    Тогда уравнение (7) имеет одно линейно независимое 
решение  
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  − произвольная постоянная. 
4. Пусть 
2 0.AC B   Тогда уравнение (7) имеет два линейно независимых решения. 
5. Пусть 
2 0.AC B   Тогда уравнение (7) при 1s    имеет два линейно независимых 
решения, а при 1s   одно линейно независимое решение  
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  − 
произвольная постоянная. 
Если 2 ( ) 1,d t   то 2 2 2( ) ( ) ( )d t Q t Q t   – квадратный трехчлен с 
действительными коэффициентами. 
Пусть D  – дискриминант многочлена 2 ( ).Q t  Если D 0,  то 2 ( )Q t  имеет 2 
комплексно сопряженных корня. Искомому решению соответствует корень в нижней 
полуплоскости.  
Уравнение (7) будет иметь 2 линейно независимых решения с учетом решения 
 
1
0( ) 1 ,y x c x

   где 0c  – произвольная константа. Если D 0,  то 2 ( )Q t  имеет 2 
действительных корня (с учетом кратности). В этом случае уравнение (7) имеет 1 решение 
 
1
0( ) 1 .y x c x

   
В частном случае, когда 0 1 2, ,A A A  , эрмитова форма принимает вид: 
 
2 0 1 1 1 0 0( ; , ) ,H Q t t t t t t    
 
 где 2 2 12 (3 ),A A A    2 1 2 0 12(3 )(2 )A A A A A      и картину разрешимости уравнения 
(7) в предположении, что 2 0A   для 2 ( ) 1d t   определяет 



















 Тогда уравнение (7) имеет одно линейно независимое 
решение  
1
0( ) 1 ,y x c x














































 Тогда уравнение (7) имеет три линейно независимых 
решения. 
Пусть 2 ( ) 1.d t   Тогда 2 ( )d t  – квадратный трехчлен с действительными 
коэффициентами. 
Если w  – число действительных корней многочлена 2 ( ),d t  то либо 0w= ,  либо 
2.w=  Тогда вместо теоремы 6 верна 







 линейно независимых решений. 
Уравнение типа Эйлера с конечным числом 
дробных производных ( )D y  на полуоси (1; )  
5. На полуоси (1; )  рассмотрим однородное дифференциальное уравнение 
порядка +m : 
 
                  1 11 0( )( )+ ( )( )+...+ ( )( )=0,
m m m m
m mA x D y x A x D y x A D y x
    
                        (10) 
 
где 0 1, m    , коэффициенты 0 1, ,..., mA A A  , ( )( )
mD y x  – дробная производная 





( )( )= , 1 .




d y t dt







    
     
 
Решение ( )y x  будем искать в классе 
1I ( (1; ))L
   функций, представимых дробным 
интегралом порядка   с плотностью из 
1(1; )L  .  
Обозначив z=D y , получим уравнение Эйлера [13]: 
 
 
( ) 1 ( 1)
1 0( ) ( ) ... ( ) 0.
m m m m
m mA x z x A x z x A z x
 
                         (11) 
  




tx e , 0 t   , приводим (11) к виду: 
 
 
( ) ( 1)
1 0( ) ( ) ... ( ) 0,
m m
m ma z t a z t a z t

                                     (12) 
 




a a a  выражаются через 0 1, ,..., mA A A  [13]. 




1 1 0( ) ... .
m m
m m mP a a a a

         
 
Пусть     корень кратности k  многочлена ( )mP  . Тогда такому корню   
многочлена ( )mP   соответствуют k  решений 1( ) ,z x x
  2( ) ln , ...,z x x x
  
1( ) lnkkz x x x
   уравнения (11). Для решения уравнения (10) получим дробно-
дифференциальные уравнения 
1
1 2, ln , ..., ln .
k
kD y x D y x x D y x x
   
    
  
 
Для  1 ( )D y x x   , используя [1, 2, 6, 7, 10, 14, 17, 18], получим решение 
исходного уравнения (10) в виде: 
 
 1 1 1
1
( ) I ( )( ) I ( ) .
( ) ( )x
t dt




   




















( ) ( ) .
( ) ( ) ( )
u uu d u






      






























B( ; ) .




    





При условии Re 1   функция 
1 1( ) I ( (1; ))y x L
  . Если Re 1,   то решению 
1( )z x x
  уравнения (11) не соответствуют никакие решения исходного уравнения (10) в 
искомом классе. 
Для  2 ( ) lnD y x x x   , используя [1, 2, 6, 7, 10, 14, 17, 18], получим решение 
исходного уравнения (10) в виде: 
 
 2 2 1
1 ln
( ) I ( )(
 
) I ( ln ) .
( ) ( )x
t t dt




   






















( ) ( ) ln .
( ) ( ) ( )
u uu d u






        


















































B( ) (1 ) ln




          
   
 
    







       
   

   
 
( ) 1 ( ) ( )
ln





       
    

















Поступая аналогично для  ( ) lnkkD y x x x   , используя [1, 2, 6, 7, 10, 14, 17,  18], 








11 ln ( )
( ) ln .






kt t dt d






    
      






Решениям 2( ), ..., ( )kz x z x  соответствуют решения уравнения (10) вида: 
 
  2 1
1 ln ( )
( ) ln ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( )x






     
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 
 








11 ln ( )
( ) ln .













    
      
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Здесь ( )x  − пси-функция Эйлера [1, 2, 14], Re 1,   функции 
2 ( ), ...,y x  
1( ) I ( (1; )).ky x L
   Если Re 1,   то решениям 1( ) lnkkz x x x
   уравнения (11) не 
соответствуют никакие решения исходного уравнения (10) в искомом классе. 
 
Теорема 8. Пусть характеристический многочлен ( )mP   имеет 1  простых 
корней 1 1( 1,..., ),j j    2  корней 2 2( 1,..., )j j    кратности 2, …, l  корней 
( 1,..., )jl lj    кратности l  в полуплоскости Re 1,   причем 



































































   
  
   





где 0 , ijc c  − произвольные постоянные. 
Используем метод Льенара−Шипара [3, 4, 5, 11, 12, 16]. 
Обозначим ( ) ( 1)m mQ t P it    и пусть ( )mQ t  − многочлен, коэффициенты 
которого комплексно сопряжены к коэффициентам ( ).mQ t  
В отличие от случая уравнения на интервале (0,1),  для уравнения на полуоси 
(1, )  подходят решения, соответствующие корням многочлена ( ),mQ t  лежащим в 
нижней полуплоскости. 
Пусть  НОД ( ), ( ) ( )m m pQ t Q t d t  – многочлен степени .p m  При 0p   имеем 
0 ( ) 1.d t   Из теоремы Эрмита [11, 12] вытекает 
Теорема 9. Пусть r  и s  – ранг и сигнатура эрмитовой формы 0 1( ; ,..., ).m mH Q t t   





 линейно независимых решений. Если эрмитова форма 
0 1( ; ,..., )m mH Q t t   определена отрицательно, то уравнение (10) имеет m  линейно 
независимых решений. Если эрмитова форма 0 1( ; ,..., )m mH Q t t   определена положительно, 
то уравнение (10) решений не имеет. 
Пусть 0 .p m    Если многочлен ( )pd t  не имеет действительных корней, то p  
обязательно четное, и корни многочлена ( )pd t  образуют пары комплексно сопряженных 
чисел. Решениям уравнения (10) соответствуют корни, лежащие в нижней полуплоскости. 
Их будет ровно .
2
p
 Если многочлен ( )pd t  имеет w  действительных корней, то в нижней 
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В этих случаях вместо теоремы 9 имеет место 
Теорема 10. Пусть r  и s  – ранг и сигнатура эрмитовой формы 0 1( ; ,..., ).m mH Q t t   
Тогда уравнение (10) имеет 
2 2
r s p w  
 
 
 линейно независимых решений. 
Уравнение типа Эйлера с двумя дробными  
производными ( )D y  на полуоси (1; )  




1 0( )( ) ( )( ) 0,A x D y x A D y x
 
                                     (14) 
 
где 0 1,A A  . Обозначив z=D y

 , получим уравнение Эйлера [13]: 
 
 1 0'( ) ( ) 0.A x z x A z x                                                   (15) 
 
Сделав замену 
tx e , 0 t   , приводим (15) к виду: 
 
 1 0'( ) ( ) 0.A z t A z t                                                     (16) 
 
Уравнению (16) ставим в соответствие характеристический многочлен 1 1 0( ) .P A A    
Соответствующая эрмитова форма имеет вид  
 
1 0 0 0( ; ) ,H Q t Et t  
 
где 1 1 1 0 0 12 ( )E A A A A A A    . 
Теорема 11. 
1. Пусть 0.E   Тогда уравнение (14) имеет одно линейно независимое решение. 
2. Пусть 0.E   Тогда уравнение (14) решений не имеет. 
В частном случае, когда 0 1,A A  , эрмитова форма принимает вид 1 0( ; )H Q t 
1 1 0 0 02 ( )A A A t t  и картину разрешимости уравнения (14) в предположении, что 1 0,A   
определяет 
Следствие 3. 
1. Пусть 1 1 00, .A A A   Тогда уравнение (14) имеет одно линейно независимое решение. 
2. Пусть 1 1 00, .A A A   Тогда уравнение (14) решений не имеет. 
Уравнение типа Эйлера с тремя дробными  
производными ( )D y  на полуоси (1; )  




2 1 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,A x D y x A x D y x A D y x
  
                               (17) 
 
где 0 1 2, ,A A A   . Обозначив z=D y

 , получим уравнение Эйлера [13]: 
 





2 1 0''( ) '( ) ( ) 0.A x z x A x z x A z x                                        (18) 
 
Сделав замену 
tx e , 0 t   , приводим (18) к виду: 
 2 1 2 0''( ) ( ) '( ) ( ) 0.A z t A A z t A z t                                        (19) 
 




2 2 1 2 0( ) ( ) .P A A A A       
 
Соответствующая эрмитова форма имеет вид: 
 
 2 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0( ; , ) ,H Q t t At t Bt t Bt t Ct t     
 
где 2 2 1 2 2 1(3 ) (3 ),A A A A A A A     2 2 0 1 2 2 0 1( (2 ) (2 )),B i A A A A A A A A       
2 1 2 0 1 2 1 2 0 1(3 )(2 ) (3 )(2 ).C A A A A A A A A A A         
 
Теорема 12. 






 линейно независимых решений. 
2. Пусть 20, 0.A AC B    Тогда уравнение (17) имеет два линейно независимых 
решения. 
3. Пусть 20, 0.A AC B    Тогда уравнение (17) решений не имеет. 
4. Пусть 
2 0.AC B   Тогда уравнение (17) имеет одно линейно независимое 
решение. 
5. Пусть 
2 0.AC B   Тогда уравнение (17) при 1s    имеет одно линейно 
независимое решение, а при 1s   решений не имеет. 
Если 2 ( ) 1,d t   то 2 2 2( ) ( ) ( )d t Q t Q t   – квадратный трехчлен с 
действительными коэффициентами. 
Пусть D  – дискриминант многочлена 2 ( ).Q t  Если D 0,  то 2 ( )Q t  имеет 2 
комплексно сопряженных корня. Искомому решению соответствует корень в нижней 
полуплоскости. Уравнение (17) будет иметь одно линейно независимое решение. Если 
D 0,  то 2 ( )Q t  имеет 2 действительных корня (с учетом кратности). В этом случае 
уравнение (17) решений не имеет. 
В частном случае, когда 0 1 2, ,A A A  , эрмитова форма принимает вид: 
  
2 0 1 1 1 0 0( ; , ) ,H Q t t t t t t    
 
где 2 2 1 2 1 2 0 12 (3 ), 2(3 )(2 )A A A A A A A A         и картину разрешимости 
уравнения (17) в предположении, что 2 0A   для 2 ( ) 1d t   определяет 
  















































 Тогда уравнение (17) имеет одно 















 Тогда уравнение (17) имеет два линейно независимых 
решения. 
Пусть 2 ( ) 1.d t   Тогда 2 ( )d t  – квадратный трехчлен с действительными 
коэффициентами. 
Если w  – число действительных корней многочлена 2 ( ),d t  то либо 0w= ,  либо 
2.w=  Тогда вместо теоремы 12 верна 






 линейно независимых решений. 
Заключение 
В работе изучен специальный тип дифференциальных уравнений дробного порядка 
типа Эйлера. Получено решение однородного дифференциального уравнения дробного 
порядка Эйлерова типа с дробными производными Римана – Лиувилля на полуоси (1; ) . 
Дается общее решение уравнения в случае, когда все корни характеристического 
многочлена различны, а также в более общем случае, когда среди корней 
характеристического многочлена имеются кратные. Методом эрмитовых форм (методом 
Льенара – Шипара) исследована разрешимость рассматриваемых  уравнений для случаев 
двух, трех и любого конечного числа дробных производных Римана – Лиувилля, 
сформулированы достаточные условия линейной независимости решений данного 
уравнения, получен признак разрешимости в специальных функциональных классах. 
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